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L a s  raices de esta ecuacidn son  k = - 2. - 10. P o r  t a n t o .  de ( 2 ) ,  las ecua- 
c iones  d e  las tangentes  buscadas s o n  

E n  la  f i g u r a  62 se h a n  t razado  estds tangentes .  
Ejemplo 3. Hal la r  la ecuacion de la tangente t razada del  p u n t o  (8,  6 )  a  la 

c ircunferencia  x a  + y 2  + 2% + 2y - 24 = 0. 

en  donde  el pa r i rne t ro  m es la pend ien te  de la tangente buscada. D e  la ecuaci6n 
( 3 ) .  y  = m x  - 8 m  + 6, va lo r  q u e  s u s t i t u i d o  en  la ecuaci6n de la c i rcunfe ren-  
cia ,  d a  

% 2 + ( m x  - 8 m + 6 ) a + 2 x + 2 ( m x - 8 m + 6 ) - 2 4  = 0 ,  
la  cual  se reduce a 

( m l  + I )  x" (16ml - 14m - 2) x + (64m2 - I12m + 24) = 0.  

L a  cond ic i6n  para  tangencia es 

( 1 6 m 2 -  l l m  - 2 ) 2  - 4 ( m a +  1)  (64mz-  1 1 2 m + 2 4 )  = 0 .  

Reso lv iendo  esta ecuaci6n se encuentra  q u e  sus soluciones son 

P o r  t a n t o ,  de ( 3 ) .  las ecuaciones de las  tangentes  q u e  cumplen  las  condiciones 
dadas ,  son  

23 y - 6 = L ( x - 8 )  y y - 6 = - ( x - 8 )  
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o sea, 
x - 5 y + 2 2 = 0  y 2 3 % - l l y - 1 1 8 = 0 .  

EJERCICIOS. Grupo 18 

D i b u j a r  una  f i g u r a  p a r a  cada ejercicio. 

L o s  ejercicios 1 -7  dcben resolverse usando  la cond ic i6n  de tangencia estudiada 
en  el A r t i c u l o  44. 

1. Hal la r  la  ecuaci6n de 11 t angen te  a  11 circunferencia  

x Z + y 2 - 2 x - 6 y - 3 = 0  
en  el p u n t o  ( -  1, 6 ) .  

2. H a l l a r  las  ecuaciones d e  las  t angen tes  a  la  c ircunferencia  

q u e  t engan  de pend ien te  - 3 
7. 

3. H a l l a r  las  ecuaciones d e  l as  tangentes  t razadas del  p u n t o  (- 2, 7 )  a  la 
c ircunferencia  x z  + + 2 x  - 8 y  + 12 = 0.  

4 .  H a l l a r  la  ecuaci6n de la  t angen te  a  la  c ircunferencia  x 2  + y 2  - 8% + 3  = 0 
e n  el p u n t o  (6, 3) .  
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5 .  Hal la r  l a s  ecuaciones de las  t angen tes  a  la  c ircunferencia  

que  son  paralelas  a  la recta 5x - 5y + 31 = 0 .  
6 .  Ha l la r  12s ecuaciones de las t angen tes  a  la c ircunferencia  

que  s o n  perpendiculares  a  la recta 4x - y  + 31 = 0 .  
7 .  IJal lar  las  ecuaciones de las tangentes  t r azadas  del p u n t o  ( 6 ,  - 4 )  a  la 

circrlnferencia x Z  + yz + 2x - 2 y  - 35 = 0 .  
8. Reso lver  el e jercicio 4  recordando  q u e  la t angen te  es pe rpend icu la r  a l  

r ad io  que  pasa p o r  el p u n t o  d e  con tac to .  
9.  Resolver  10s e jemplos  1. 2  y  3 del A r t i c u l o  45 p o r  el m i t o d o  ind icado  

en el ejercicio 8. 
1 0 .  Demos t ra r  q u e  la ecuacidn de la t angen te  a  la c ircunferencia  x2+ y2 = r2  

e n  el  p u n t o  d e  con tac to  P l  ( X I ,  y l )  es x l x  + y ,  y  = r2 .  Sugestidn: Usese el 
hecho  de q u e  xla  + y l a  = r a .  

11. P o r  d o s  m i t o d o s  diferentes ,  ha l l a r  l a s  ecuaciones de las  t angen tes  a  la  
c ircunferencia  9 x a  + 9 y 2  + 18x - 12v - 32 - 0, cuya pendiente  sea . 

1 2 .  P o r  do8 mhtodos  diferentes ,  hallenae Ias ecuaciones de las  tangentes  
t r azadas  del p u n t o  (6, - 4 )  a  la circunferencia  2 x 2  + 2ya - 8x - 4y - 15 = 0.  

13. P o r  el p u n t o  (- 5 ,  4 )  so t r a z a n  tangentes  a  la c ircunferencia  

Ha l la r  el i n g u l o  a g u d o  q u e  f o r m a n  estas  tangentes .  
1 4 .  D a d a  la  circunferencia  x 2  + y2 = 5 ,  ha l la r  10s valores  de k para 10s 

cualcs las  rectas de la fami l i a  x  - 2y + k = 0 :  

a )  cor tan  a  la c i rcunfe renc ia  en  dos  p u n t o s  d i fe ren tes ;  
h )  s o n  t angen tes :  
c )  n o  t ienen n i n g u n  p u n t o  c o m u n  con la circunferencia .  

1 5 .  D a d a  la circunferencia  x 2  + y2 - 6x - 2y + 6  = 0 ,  ha l l a r  10s valores  
de m  para  10s cuales  l a s  rectas de la fami l i a  y  = m x  + 3:  

a )  corta  a  la c ircunferencia  en d o s  p u n t o s  d i f e r e n t e s ;  
b )  s o n  t angen tes :  
c )  n o  t i enen  n i n g u n  p u n t o  comlin con la c i rcunfe renc ia .  

1 6 .  D e m o s t r a r  q u e  l as  ecuaciones de las  t angen tes  de pend ien te  m  a  la c i r -  
cunferencia  x 2  + y' = r 2  s o n  y  = m x  * r  d 1  + m a .  

1 7 .  H a l l a r  la ecuacion de la n o r m a l  a  la c ircunferencia  

en  el p u n t o  ( 6 ,  - 3 ) .  y  d e m o s t r a r  q u e  pasa p o r  el c e n t r o  d e  la c i rcun[e renc ia .  

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 18-20 ha l l a r  la ecuaciones de las  t angen te  y  
n o r m a l  y  las  l o n g i t u d e s  d e  la t angen te ,  n o r m a l ,  sub tangen te  y  s u b n o r m a l ,  
para cada circunferencia  y  p u n t o  d e  c o n t a c t o  dados.  
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